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摘要：为了改善轴流泵叶片翼型的水力性能，创新这类叶片的设计理论，给出了一种新颖的翼型

骨线计算方法．以代表平面图形复变量的儒可夫斯基变换为基础，阐述了轴流翼型和叶片设计
计算的原理与方法．通过复变量的定量计算，介绍了由偶极子、点涡和平面均匀流３种势流叠加
后的复杂流动所产生的偏心圆的几何特性、流动特性及圆周上驻点的位置，讨论了以儒可夫斯

基变换所得到的圆弧的几何性质和绕流动力特征，在此基础上，根据平面有势流动绕流变换曲

线环量的不变性和变换前后复平面上无穷远来流速度大小和方向的不变性，给出了确定最终所

得翼型骨线的方位及形态的应用性方法和步骤．导出的轴流式叶片翼型骨线计算的基本原理与
过程，与升力法、奇点分布法、流线法等传统的叶片翼型设计准则有完全不同的理论基础和实施

过程，方法易于设计人员在设计实践中应用，可为轴流叶片设计人员提供一种轴流叶片翼型设

计新方法．
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　　轴流泵大流量低扬程的外特性决定了这一泵
型在国民经济的众多部门具有不可替代的作用，属

于农业排灌、化工、冶金、石油、矿山等行业的关键

设备．叶轮是轴流泵的核心部件，不断创新叶轮设
计理论与方法是提高泵水力性能的重要举措．在根
据用户提供的设计参数设计轴流叶轮时，众多企业

目前使用以下一些方法，这些方法显示了一定的生

命力，但也有各自的不足［１－２］：

相似设计法是使用最多的一种方法，即设计人员

寻求一个与待设计泵比转速相近的已有叶轮，根据相

似定理修正其线性尺寸，由此得新叶轮的图样．但是，
很多时候并不容易找到符合条件的已有优秀叶轮资

料，在最理想条件下这一方法所形成的新叶轮的水力

性能也难以超越原有产品．升力法是国内较早使用的
一种半理论半经验的方法，这一方法在引滦入津等工

程中发挥过巨大作用．这一方法的不足在于，方法过
度依赖翼型资料，现有翼型的动力特性大都是国外早

期通过风洞实验获得的，空气与水的压缩性、黏性等

物理性质有较大差异；轴流叶片翼型在展开流面上排

列为一个平面无穷直列叶栅，栅中翼型与单翼的性能

差异只能以经验方法修正；为此有专家明确指出“轴

流泵不宜按升力法设计”［３］．奇点分布法在轴流式水
轮机的设计中取得了较好的效果，这是一种基于复变

量变换、数值积分以及平面势流理论的理论色彩较浓

的方法，由于这一方法理论难度过大，巨大的计算量

必须形成复杂的高级语言算法程序方可实现，甚至直

到现在，在完成计算翼型骨线上由设定连续分布涡产

生的诱导速度的核心积分时，也只能以
!
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导出的解析式获取骨线上７个点的精确位置，有的大
流量轴流叶片轮缘处翼型弦长超过１ｍ，仅凭７个确
定点难以确定翼型骨线准确状态．这些因素决定了这
一方法还没有被国内水泵企业广泛接受．

为了满足企业提高轴流泵效率等指标的市场

需要，校企联合开发了文中介绍的基于儒可夫斯基

变换的轴流叶片翼型设计新方法．这一方法理论严
格，不需编程即可得到叶片骨线的解析解．这一设
计方法与近期出现的流线法一样，为企业技术人员

提供了一种与传统方法的基础理论与设计程序有

根本区别的叶片翼型设计新途径，有希望提升轴流

叶轮的设计质量与水平．

１　圆柱有环量绕流的驻点

设一个半径为 ａ的圆，其圆心在 ζ复平面的原

点．平面上一个给定点位于ｃ－ｍｉ，这里 ａ，ｃ，ｍ均为
正实数，且ｃ２＋ｍ２＝ａ２，因而这一点在上述圆的圆周
上．这一圆实际代表了与复平面垂直的无穷长的一
个圆柱体．这一圆柱体被一平面均匀流绕流．同时
在平面上无穷远处，均匀流速度的大小为 ｖ∞，速度
方向与正实轴夹角为 α．在平面原点设置一个强度
为Γ的顺时针点涡，这里 Γ＝４πａｖ∞ｓｉｎ［α＋ａｒｃｔａｎ
（ｍ／ｃ）］．这一流动模型见图１．

图１　平面势流叠加
Ｆｉｇ．１　Ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｐｌａｎａｒｐｏｔｅｎｔｉａｌｆｌｏｗｓ

下面将证明圆周上的给定点为一驻点［４］．
由平面势流叠加原理，这一复杂平面流动的复

势Ｗ（ζ）应为３个平面有势流动的复势的叠加［５］，

它们是一个强度Ｍ＝２πｖ∞ａ
２，轴线与实轴夹角为 α

的原点处偶极子；一个强度Γ等于上述值的原点顺
时针点涡；一个倾斜角为α的平面均匀流．于是：

Ｗ（ζ）＝Ｍ２π
ｅαｉ１
ζ
－Γ２πｉ

ｌｎζ＋ｖ∞ｅ
－αｉζ＝

ｖ∞ａ
２ｅαｉ

ζ
－
２ａｖ∞ｓｉｎ［α＋ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］ｌｎ％ζ

ｉ ＋ｖ∞ｅ
－αｉζ，

式中：ｉ为复变量的虚单位．
平面流动的复速度 珋ｖ（ζ）等于 ｄｗ（ζ）／ｄζ，对式

（１）进行微分得

珋ｖ（ζ）＝－
ｖ∞ａ

２ｅαｉ

ζ２
＋
２ａｖ∞ｓｉｎ［α＋ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］ｉ

ζ
＋

ｖ∞ｅ
－αｉ．

圆周上给定点的极坐标表达式显然为 ζ＝
ａｅ－ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）ｉ，代入式（２）即得到圆周上给定点的复
速度：

　珋ｖ（ζ）＝－
ｖ∞ａ

２ｅ［α＋２ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］ｉ

ａ２
＋

２ａｖ∞ｓｉｎ［α＋ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］
ａ ｅａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）ｉ·ｉ＋

ｖ∞ｅ
－αｉ＝－ｖ∞ｃｏｓ［α＋２ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］－

ｖ∞ｓｉｎ［α＋２ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］ｉ＋
２ｖ∞ｓｉｎ［α＋ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］｛ｃｏｓ［ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］＋
ｉ·ｓｉｎ［ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］｝ｉ＋ｖ∞（ｃｏｓα－ｓｉｎα·ｉ）＝

２６６



第３期 严敬，等　基于儒可夫斯基变换的轴流叶片翼型设计

－ｖ∞ｃｏｓ［α＋２ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］－２ｖ∞ｓｉｎ［α＋
ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］ｓｉｎ［ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］＋ｖ∞ｃｏｓα＋
｛－ｖ∞ｓｉｎ［α＋２ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］＋２ｖ∞ｓｉｎ［α＋
ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］ｃｏｓ［ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］－ｖ∞ｓｉｎα｝ｉ＝
０＋０ｉ．
这一结果表明给定点上复速度为０，给定点是

一驻点．
将上述圆及圆心处的偶极子、点涡在平面上向

上平移ｍ得到一个偏心圆，其圆心位于 ｍｉ处；圆周
上原处于实轴下方的给定点在移动后位于实轴（ｃ＋
０ｉ）点，这点记为Ｃ．由于移动前后圆的半径 ａ不变，
圆心处偶极子强度、点涡强度 Ｍ，Γ均未改变，且仍
被同一性质的平面均匀流绕流，因而圆周上 Ｃ点仍
为驻点．

２　儒可夫斯基变换

将ζ平面上一条给定曲线映射到 ｚ平面时，一
个重要的变换是儒可夫斯基变换，其变换式为 ｚ＝

ζ＋ｃ
２

ζ
，根据需要，式中常实数ｃ为Ｃ点实部．

现证明，ζ平面上的上述偏心圆经儒可夫斯基
变换将得到ｚ平面上一圆弧［４］．

在偏心圆上取一点 ζ＝Ｒｅθｉ，应注意，点的极径
Ｒ和幅角θ随点在圆周上位置不同而变化，因而都
不是常数，见图２．

图２　偏心圆几何量
Ｆｉｇ．２　Ｇｅｏｍｅｔｒｙｏｆａｎｅｃｃｅｎｔｒｉｃｃｉｒｃｕｌａｒｃｙｌｉｎｄｅｒ

将ζ代入儒可夫斯基变换式得

ｚ＝ｘ＋ｙｉ＝ζ＋ｃ
２

ζ
＝Ｒｅθｉ＋ｃ

２

Ｒｅθｉ
＝

Ｒ＋ｃ
２( )Ｒ ｃｏｓθ＋ Ｒ－ｃ

２( )Ｒ ｓｉｎ[ ]θｉ．
由此可得到以两参数Ｒ和θ所表示的点的直角

坐标：

ｘ＝ Ｒ＋ｃ
２( )Ｒ ｃｏｓθ， （３）

ｙ＝ Ｒ－ｃ
２( )Ｒ ｓｉｎθ． （４）

由式（３），（４）有
ｘ２ｓｉｎ２θ－ｙ２ｃｏｓ２θ＝４ｃ２ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ． （５）

如前文所述，ｃ２＋ｍ２＝ａ２．Ｒ与 θ并不独立，在
图２应用余弦定理得

ａ２＝ｍ２＋Ｒ２－２ｍＲｃｏｓ（π／２－θ）． （６）
将ａ２＝ｃ２＋ｍ２代入式（６），有

ｓｉｎθ＝１２ｍ Ｒ－
ｃ２( )Ｒ ． （７）

将式（７）代人式（４）得

ｓｉｎ２θ＝ｙ２ｍ． （４）

同时有

ｃｏｓ２θ＝１－ｙ２ｍ． （９）

将式（８），（９）代回式（５），得到消去参数θ直接
反映ｘ，ｙ函数关系的方程：

ｘ２＋ｙ２＋２ｃ
２

ｍ－( )ｍｙ＝４ｃ２
或

ｘ２＋ ｙ＋ ｃ
２

ｍ－( )[ ]ｍ
２

＝４ｃ２＋ ｃ
２

ｍ－( )ｍ ２

．（１０）

这是一个 ｚ平面上圆心在 ０，－ ｃ
２

ｍ－( )[ ]ｍ ，半径为

４ｃ２＋ ｃ
２

ｍ－( )ｍ槡
２

的圆．在式（８）中，当θ取θ０和－θ０

（０＜θ０＜π）时，ｙ值为同一正值，因而上述圆实际是
ｚ平面上实轴上方的一段圆弧；当 θ从０增大到 π
或从０减小到 －π时，ζ平面实轴上部大圆弧及下
部小圆弧都将映射为ｚ平面上述这一圆弧．

由儒可夫斯基变换式可知，ζ平面上（ｃ＋０ｉ）点
及对称点（－ｃ＋０ｉ）分别变换成 ｚ平面上（２ｃ＋０ｉ）
及（－２ｃ＋０ｉ）两点，因而 ｚ平面上圆弧弦长 ｂ＝４ｃ．
当θ＝π／２时，式（３）中 ｘ＝０，而式（８），（９）中 ｙ＝
２ｍ，可知圆弧拱高ｆ＝２ｍ．

儒可夫斯基变换不改变两平面上无穷远处流

态，也不改变变换前后同一曲线的绕流环量，因而 ｚ
平面和ζ平面上无穷远来流的大小、方向均无变化，
均匀流绕流 ｚ平面上圆弧的环量 Γ仍为４παｖ∞ｓｉｎ
［α＋ａｒｃｔａｎ（ｍ／ｃ）］．ｚ平面上圆弧端点（２ｃ＋０ｉ）是绕
流后缘点．由库达 －恰布雷金原理，这点应为一驻
点．如前所述，这点对应 ζ平面上的给定 Ｃ点，已证
明Ｃ点是驻点，因而变换满足这一原理．

如果给定了ｚ平面上圆弧的弦长ｂ和拱高ｆ，于

２６７
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是ｚ平面上圆弧方程（１０）及环量都可用圆弧给定两
几何参数表示：

ｘ２＋ ｙ＋ ｂ
２

８ｆ－
ｆ( )[ ]２

２

＝ ｂ
２

８ｆ＋
ｆ( )２

２

， （１１）

Γ＝４πｖ∞
ｂ２
１６＋

ｆ２

槡 ４ｓｉｎ［α＋ａｒｃｔａｎ（２ｆ／ｂ）］．

（１２）

３　设计轴流式叶片的保角变换法

轴流式叶片设计的核心步骤，是要在几个给定

半径的圆柱形计算流面上确定满足要求的翼型的

骨线，上述保角交换原理给出了确定它们的基础．
叶轮在设计点的扬程 Ｈ（ｍ）、叶轮旋转角速度

ω（１／ｓ）、叶片数ｚ以及水力效率ηｈ是给定的或在前
期确定的已知量［６－７］，它们与计算流面上水流绕流

叶轮中一个翼型的环量Γ（ｍ２／ｓ）有如下关系：

Γ＝Ｈηｈ
·
２πｇ
ωｚ
． （１３）

翼型在计算流面上作平动，水流的牵连速度为

一常数，因而相对速度绕流一翼型产生的环量等于

绝对速度绕流同一翼型的环量，都等于式（１２）的计
算值．

栅中翼型进、出口相对速度的几何平均值与单

翼的无穷远相对速度绕流有相同的流体动力效果．
因而在计算相对速度产生的绕流单翼的环量时，应

将式（１２）中的ｖ∞改为叶栅前后相对速度的几何平
均值 珔ｗ∞（ｍ／ｓ），ｗ∞及相对平均几何矢量与列线的
夹角β∞都易于计算

［８－９］．
由以上分析可知，式（１２），（１３）是等值的（式

（１２）中ｖ∞已改为ｗ∞），由此得到方程：

Ｈ
ηｈ
·
２πｇ
ωｚ
＝４πｗ∞

ｂ２
１６＋

ｆ２

槡 ４ｓｉｎα＋ａｒｃｔａｎ
２ｆ( )[ ]ｂ ，

（１４）
在应用文中的基本理论和结果计算绘型一给

定圆柱形流面上的翼型时，应经历以下４个步骤，而
这一圆柱面半径ｒ（ｍ）、叶轮叶片数ｚ和叶栅稠密度
ｂ
ｔ按一定原则已在前期确定．

１）计算展开流面上各翼型集合形成的无穷直

列叶栅的栅距ｔ＝２πｒｚ，再由确定的叶栅稠密度计算

翼型弦长ｂ＝ ｂ( )ｔｔ．
２）由叶栅前后根据设计点理论扬程、理论流量

确定的速度三角形，计算栅前栅后相对速度矢量的

几何平均速度的大小ｗ∞及其与列线夹角β∞：

ｗ∞ ＝ ｖ２ｍ＋ ｕ－
ｖｕ２( )２槡

２

，

β∞ ＝ａｒｃｔａｎｖｍ／ｕ－
ｖｕ２( )[ ]２

，

式中：ｖｍ为叶轮区域的轴面速度；ｕ为翼型的圆周运
动速度；ｖｕ２为翼型出口绝对速度的圆周分量．它们
都已经在前期计算中获得．

应当指出，ｗ∞与 β∞是由泵给定设计参数决定
的客观流动物理量，它们并不与某一特定的叶片设

计方法相联系，几乎所有的叶片设计方法都要利用

这两个物理量．
３）确定翼型骨线拱高 ｆ．根据 ＮＡＣＡ等优秀翼

型资料，ｆ可取００４ｂ左右．这时式（１４）中只有α是
未知量．计算 α，最后得到翼型弦线与列线夹角 βｅ，
βｅ＝β∞ ＋α，见图３．

图３　翼型骨线
Ｆｉｇ．３　Ｍｅａｎｌｉｎｅｏｆａｎｄａｉｒｆｏｉｌ

４）在平面上作一条长度为 ｂ且与水平列线方
向夹角为βｅ的线段．以这一线段为弦作一个半径为
ｂ２
８ｆ＋

ｆ( )２ 的圆弧，得到翼型的骨线．
已有大量研究结果指出，翼型骨线的形态对流

动的影响是全局的，翼型厚度分布则只有局部影

响．建议使用被广泛应用的性能良好的７９１翼型资
料加厚骨线［９］，得到计算流面的完整翼型，完成叶

轮水力设计的关键内容，如图４所示，相关数据见表
１，其中δｍａｘ为给定的翼型最大厚度．

图４　７９１翼型的厚度变化
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆａｉｒｆｏｉｌ７９１
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表１　７９１翼型的厚度变化
Ｔａｂ．１　Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆａｉｒｆｏｉｌ７９１

ｘ／ｂ ０ ００５０ ００７５ ０１００ ０２００ ０３００ ０４００ ０５００ ０６００ ０７００ ０８００ ０９００ ０９５０ １０００

δ／δｍａｘ ０ ０２９６ ０４０５ ０４８９ ０７７８ ０９２０ ０９７８ １０００ ０８８３ ０７５６ ０５４４ ０３５６ ０２００ ０

　　加厚时，以型线为工作面向背面加厚．
作者在自贡工业泵有限责任公司，以上述设计

原理和方法开发了一台肘管式化工轴流泵，该泵设

计点流量、扬程、转速分别为 １９５００ｍ３／ｈ，２５ｍ，
２３５ｒ／ｍｉｎ，比转速ｎｓ＝１００４．型式试验结果表明，泵
在设计点的性能参数满足ＧＢ／Ｔ３２１６—２００５的十字
检查要求，在扣除肘型节段式“虾米”弯头不可低估

的局部水力损失后，水力效率计算值不低于０９２，
高于同类产品值，表明文中的理论方法有重要工程

意义．

４　结　论

以复变量的包角变换原理为基础，将儒可夫斯

基变换函数应用到轴流叶轮叶片的翼型设计，提出

了一种理论基础和计算步骤与传统方法都有根本

区别的翼型骨线确定方法．这一方法理论严密，能
保证叶轮实现设计工况点给定的性能指标．同时，
说明了使用这一方法的计算和翼型绘型步骤．这一
创新方法的出现，有望为轴流叶轮设计人员提供一

个新颖的设计途径，丰富拓宽轴流叶轮设计实践

领域．
在适当时候，应对以这种方法设计的叶轮完成

内流场测试或数值模拟，从微观角度证明这一方法

的合理性和先进性．
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