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任意曲线坐标系下二维浅水方程的数值模拟

吴卫国，薛世峰
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摘要：采用拟合边界曲线的方法来构造天然河道、湖泊、港口河口以及海湾的复杂边界问题，建

立任意正交曲线网格以克服由于复杂边界而引起的计算困难．在此基础上，推导出任意曲线坐
标系下的二维浅水方程、湍流动能方程和湍流动能耗散方程；应用有限差分方法对该方程组进

行数值离散，并用交错方向隐式格式实现在计算区域内对任意曲线坐标系下的二维浅水方程进

行数值求解．为了验证在任意曲线坐标系下二维浅水方程数值求解方法的可靠性、正确性，以Ｄｅ
Ｖｒｉｅｎｄ的１８０°平面弯道水槽试验物理模型为例进行数值模拟，结果表明，数值计算的结果和 Ｄｅ
Ｖｒｉｅｎｄ的试验结果相当吻合，最大绝对误差值约为１０－２，因此，数值计算方法合理可行，可为任
意复杂边界的天然河道、湖泊等水域的水动力研究提供有效的计算方法．
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第５期 吴卫国，等　任意曲线坐标系下二维浅水方程的数值模拟

　　随着我国经济的快速发展、社会进步以及城市
化进程的加快，城市污水及工业废水排放量也在加

大，且排放种类也具多样性，它们是导致我国水环

境质量恶化的根本原因．弄清楚河道、港口河口、湖
泊等水动力因素，是解决水环境问题的重要基础．
天然河道、海湾其边界曲折、地形复杂，采用任意曲

线坐标是解决问题的根本途径之一．一般地，天然
河道中的水流是三维的，但天然河道的深度与宽度

相比很小，可将三维水流运动简化为平面浅水运动

处理．因此，研究任意曲线坐标系下二维浅水方程
的数值计算很有意义．

对二维非定常流进行研究，国内外许多专家学

者在这方面做了大量的工作．Ｔｈｏｍｐｓｏｎ等［１］提出贴

体坐标法，使其计算区域边界与真实边界密切贴

合，并在工程实践中得到广泛的应用．其后，Ｓｔｅ
ｌｌｉｎｇ［２］对平面浅水方程详细地做了研究，得到一些
有意义的结果．王船海等［３］提出了天然河道非恒定

流场的通用数学模型，合理解决了动边界的跟踪问

题．ＤｅＶｒｉｅｎｄ［４］在１８０°弯道水槽中试验，获得了较
丰富的资料．王如云等［５］针对涌波现象导出二维曲

线坐标系下的守恒型方程，解决了急流过窄河道产

生涌波结构问题．黄炳彬等［６］在直角坐标系下发展

了一套处理复杂边界的斜对角笛卡儿方法．吴修广
等［７］?用Ｌａｐｌａｃｅ方程坐标变换方法研究了浅水流
动问题．Ｓｈｉ等［８］在曲线坐标系下研究了表面波的

传播机理问题，获得较好的结果．在过去的研究成
果中，虽然获得了一些有意义的结果，但都存在一

个共同的局限，普适性较差．
文中将任意曲线坐标系下的二维浅水方程和

ｋ－ε方程联立求解，目的是为了真实模拟任意复杂
天然河道、湖泊等地形多变的问题，提高计算精度，

加大计算时间步长，增强计算的稳定性能，为任意

复杂边界的天然河道水动力计算提供合理可行的

方法．

１　基本理论

１１　浅水方程
在曲线坐标系下二维浅水控制方程：水位方

程、动量方程、湍流动能和湍流动能耗散方程（简称

ｋ－ε方程）分别如下：

ｈ
ｔ
＋ １
Ｈ１Ｈ２

Ｈ２ｈｕ
ξ

＋
Ｈ１ｈｖ
( )η

＝０， （１）
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＋ｕＨ１

ｕ
ξ
＋ｖＨ２
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Ｈ２
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ｇ
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Ｈ１
( )η ＋

ｇ
Ｈ２
（ｈ＋ｚ）
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１
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１
Ｈ２
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ｋ

１
Ｈ２
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[ ]η ＋Ｐｋ－ε， （４）
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＋ｖＨ２
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η
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ξ ν＋
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１
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１
Ｈ２

η ν＋
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１
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其中：

Ｈ１＝
ｘ
( )ξ

２

＋ 
ｙ
( )ξ槡

２

，

Ｈ２＝
ｘ
( )η

２

＋ 
ｙ
( )η槡

２

，

Ｄ＝·ｖ＝ １
Ｈ１Ｈ２

ｕＨ２
ξ
＋
ｖＨ１
( )η ，

ζ＝（×ｖ）３＝
１
Ｈ１Ｈ２
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－
ｕＨ１
( )η ，

以上式中：ｈ为水位；ｚ为河床高度；ｇ为重力加速
度；ｕ，ｖ分别为曲线坐标ξ，η方向的速度；ｔ为时间；
ｍ为曼宁系数；ζ为ｚ方向涡度；Ｄ为散度；ν是运动
黏度；νｔ为湍流运动黏度，νｔ＝ｃμｋ

２／ε，ｃμ＝０．０９为
经验系数，ｋ为湍动能，ε为耗散率；Ｐｋ为湍动能产
生项；ｃ１＝１．４４，ｃ２＝１．９２，σｋ＝１．０，σε＝１．３均为经
验系数．
１．２　边界条件

壁面无滑移边界条件 ｕ＝０，ｖ＝０，ｈ
ｎ
＝０；入流

流量给定，采用Ｓｐａｌｄｉｎｇ剖度与湍流外层律相结合，
确定入流速度分布；用二阶精度线性外插求得水位

ｈ；出流水位ｈ给定，出流速度 ｕ与 ｖ采二阶精度线
性外插进行．

ｋ－ε方程的边界条件为：近边界点给定

５９９
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ε＝ （０．３ｋ）槡
３

０．４Δｙ
，壁面 ｋ＝０，ε＝０；入流进口：

ｋ＝０．００３７５（ｕ２＋ｖ２），ε＝０．０９ｋ槡
３

０．０５ｈ；ｋ和 ε出流条件

采用二阶精度的线性外插进行．

２　数值方法

２１　水位方程和动量方程的数值离散
浅水方程是采用二阶精度的交错方向隐式格

式（ＡＤＩ）．首先，用隐式联立求解水位方程和ｕ向速
度动量方程，然后显式求解 ｖ向速度动量方程；其
次，则联立隐式求解水位方程和ｖ向速度动量方程，
再显式求解ｕ向速度动量方程．

第１步离散方程计算：
ｈｎ＋１／２ｉ，ｊ －ｈｎｉ，ｊ
Δｔ／２

＋ １
Ｈ１Ｈ２
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ｎ
ｉ，ｊ－１／２ｖ
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ｖｎｉ＋１／２，ｊ
Ｈ１Ｈ２
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＋ｖＨ２

ｖ
η
＋

ｕｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２

Ｈ１Ｈ２
ｖｎｉ，ｊ＋１／２

Ｈ２
ξ
－ｕｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２

Ｈ１
( )η ＋

ｇ
Ｈ２
（ｈｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１ －ｈ

ｎ＋１／２
ｉ，ｊ ）＋

ｇ
Ｈ２
ｚ
η
＋

ｇｍ２ｖｎｉ，ｊ＋１／２
（ｕｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２）

２＋（ｖｎｉ，ｊ＋１／２）槡
２

ｈ４／３
＝

（ν＋νｔ）
１
Ｈ２
Ｄ
η
＋１Ｈ１

ζ
( )ξ

ｎ

ｉ，ｊ＋１／２
， （８）

以上式中：非线性项用显式迎风格式计算，水位方

程用隐式，在（ｉ，ｊ）格点上；ｕ方程采用隐式，且在（ｉ
＋１／２，ｊ）格点上；联立求解ｈｎ＋１／２和ｕｎ＋１／２；ｖ方程采
用显式，在（ｉ，ｊ＋１／２）格点上，通过求解 ｖｎ＋１／２，完成

第１步计算．
第２步离散方程计算：
ｈｎ＋１ｉ，ｊ －ｈ

ｎ＋１／２
ｉ，ｊ

Δｔ／２
＋ １
Ｈ１Ｈ２

｛（Ｈ２）ｉ＋１／２，ｊｈ
ｎ＋１／２
ｉ＋１／２，ｊｕ

ｎ＋１／２
ｉ＋１／２，ｊ[ －

（Ｈ２）ｉ－１／２，ｊｈ
ｎ＋１／２
ｉ－１／２，ｊｕ

ｎ＋１／２
ｉ－１／２，]ｊ ＋

（Ｈ１）ｉ，ｊ＋１／２ｈ
ｎ＋１／２
ｉ，ｊ＋１／２ｖ

ｎ＋１
ｉ，ｊ＋１／２[ －

（Ｈ１）ｉ，ｊ－１／２ｈ
ｎ＋１／２
ｉ，ｊ－１／２ｖ

ｎ＋１
ｉ，ｊ－１／]２ ｝＝０， （９）

ｖｎ＋１ｉ，ｊ＋１／２－ｖ
ｎ＋１／２
ｉ，ｊ＋１／２

Δｔ／２
＋ｕＨ１

ｖ
ξ
＋ｖＨ２

ｖ
η
＋

ｕｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２

Ｈ１Ｈ２
ｖｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２

Ｈ２
ξ
－ｕｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２

Ｈ１
( )η ＋

ｇ
Ｈ２
（ｈｎ＋１ｉ，ｊ＋１－ｈ

ｎ＋１
ｉ，ｊ）＋

ｇ
Ｈ２
ｚ
η
＋

ｇｍ２ｖｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２
（ｕｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２）

２＋（ｖｎ＋１／２ｉ，ｊ＋１／２）槡
２

ｈ４／３
＝

（ν＋νｔ）
１
Ｈ２
Ｄ
η
＋１Ｈ１

ζ
( )ξ

ｎ＋１／２

ｉ，ｊ＋１／２
， （１０）

ｕｎ＋１ｉ＋１／２，ｊ－ｕ
ｎ＋１／２
ｉ＋１／２，ｊ

Δｔ／２
＋ｕＨ１

ｕ
ξ
＋ｖＨ２

ｕ
η
＋

ｖｎ＋１ｉ＋１／２，ｊ
Ｈ１Ｈ２

ｕｎ＋１／２ｉ＋１／２，ｊ
Ｈ１
η
－ｖｎ＋１ｉ＋１／２，ｊ

Ｈ２
( )ξ ＋

ｇ
Ｈ１
（ｈｎ＋１ｉ＋１，ｊ－ｈ

ｎ＋１
ｉ，ｊ）＋

ｇ
Ｈ１
ｚ
ξ
＋

ｇｍ２ｕｎ＋１／２ｉ＋１／２，ｊ
（ｕｎ＋１／２ｉ＋１／２，ｊ）

２＋（ｖｎ＋１ｉ＋１／２，ｊ）槡
２

ｈ４／３
＝

（ν＋νｔ）
１
Ｈ１
Ｄ
ξ
－１Ｈ２

ζ
( )η

ｎ＋１／２

ｉ＋１／２，ｊ
， （１１）

以上式中：非线性项采用显式迎风格式计算，水位

方程用隐式，在（ｉ，ｊ）格点上；ｖ方程采用隐式，且在
（ｉ，ｊ＋１／２）格点上；联立求解 ｈｎ＋１和 ｖｎ＋１；ｕ方程采
用显式，且在（ｉ＋１／２，ｊ）格点上，通过求解 ｕｎ＋１，完
成第１步时间步长计算．
２２　ｋ－ε方程的数值离散

下一步利用 ｋ－ε方程求解，得 ｋ和 ε，该方程
同样用ＡＤＩ格式，其通式方程为

φ
ｔ
＋ｕＨ１

φ
ξ
＋ｖＨ２

φ
η
＝１Ｈ１


ξν

ｚ１Ｈ１
φ
[ ]ξ ＋

１
Ｈ２

ην

ｚ１Ｈ２
φ
[ ]η ＋Ｒ， （１２）

式中：未知数φ＝ｋ或φ＝ε；对ｋ方程，νｚ＝ν＋νｔ／σｋ，

Ｒ＝Ｐｋ－ε；对 ε方程，νｚ＝ν＋νｔ／σε，Ｒ＝
ε
ｋ（ｃ１Ｐｋ－

ｃ２ε）．
首先，对方程（１２）在 ξ向用隐式格式离散，且
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对流项采用迎风格式，具体步骤如下：

ｕ＞０，令

ＲＨＳ２＝－
νｚｉ＋１／２，ｊ

（Ｈ１）
２（Δξ）２

φｎ＋１／２ｉ＋１，ｊ＋

Δｔ
２＋

２νｚｉ，ｊ
（Ｈ１）

２（Δξ）２
＋

ｕｉ，ｊ
（Ｈ１）（Δξ[ ]）φｎ＋１／２ｉ，ｊ －

νｚｉ－１／２，ｊ
（Ｈ１）

２（Δξ）２
＋

ｕｉ，ｊ
（Ｈ１）（Δξ[ ]）φｎ＋１／２ｉ－１，ｊ； （１３）

ｕ＜０，令

ＲＨＳ２＝－
νｚｉ－１／２，ｊ

（Ｈ１）
２（Δξ）２

φｎ＋１／２ｉ－１，ｊ×

－
νｚｉ＋１／２，ｊ

（Ｈ１）
２（Δξ）２

＋
ｕｉ，ｊ

（Ｈ１）（Δξ[ ]）φｎ＋１／２ｉ＋１，ｊ＋

Δｔ
２－

２νｚｉ，ｊ
（Ｈ１）

２（Δξ）２
－

ｕｉ，ｊ
（Ｈ１）（Δξ[ ]）φｎ＋１／２ｉ，ｊ ； （１４）

ｖ＞０，令

ＲＨＳ１＝
φｎｉ，ｊ
Δｔ／２

－
ｖｉ，ｊ
Ｈ２
φｎｉ，ｊ－φ

ｎ
ｉ，ｊ－１

Δη
＋Ｒｉ，ｊ＋

νｚｉ，ｊ＋１／２φ
ｎ
ｉ，ｊ＋１－２νｚｉ，ｊφ

ｎ
ｉ，ｊ＋νｚｉ，ｊ－１／２φ

ｎ
ｉ，ｊ－１

（Ｈ２）
２（Δη）２

； （１５）

ｖ＜０，令

ＲＨＳ１＝
φｎｉ，ｊ
Δｔ／２

－
ｖｉ，ｊ
Ｈ２
φｎｉ，ｊ＋１－φ

ｎ
ｉ，ｊ

Δη
＋Ｒｉ，ｊ＋

νｚｉ，ｊ＋１／２φ
ｎ
ｉ，ｊ＋１－２νｚｉ，ｊφ

ｎ
ｉ，ｊ＋νｚｉ，ｊ－１／２φ

ｎ
ｉ，ｊ－１

（Ｈ２）
２（Δη）２

； （１６）

以上式中，ＲＨＳ１和 ＲＨＳ２分别代表方程（１２）第 １
步离 散 后 的 显 式 右 端 项 和 隐 式 左 端 项，且

ＲＨＳ１＝ＲＨＳ２．
第２步离散步骤与上面类似，具体如下：

ｖ＞０，令

ＲＨＳ２′＝－
νｚｉ，ｊ＋１／２

（Ｈ２）
２（Δη）２

φｎ＋１ｉ，ｊ＋１＋

Δｔ
２＋

２νｚｉ，ｊ
（Ｈ２）

２（Δη）２
＋

ｖｉ，ｊ
（Ｈ２）（Δη[ ]）φｎ＋１ｉ，ｊ －

νｚｉ，ｊ－１／２
（Ｈ２）

２（Δη）２
＋

ｖｉ，ｊ
（Ｈ２）（Δη[ ]）φｎ＋１ｉ，ｊ－１； （１７）

ｖ＜０，令

ＲＨＳ２′＝－
νｚｉ，ｊ－１／２

（Ｈ２）
２（Δη）２

φｎ＋１ｉ，ｊ－１×

－
νｚｉ，ｊ＋１／２

（Ｈ２）
２（Δη）２

＋
ｖｉ，ｊ

（Ｈ２）（Δη[ ]）φｎ＋１ｉ，ｊ＋１＋
Δｔ
２＋

２νｚｉ，ｊ
（Ｈ２）

２（Δη）２
－

ｖｉ，ｊ
（Ｈ２）（Δη[ ]）φｎ＋１ｉ，ｊ； （１８）

ｕ＞０，令

ＲＨＳ１′＝
φｎｉ，ｊ
Δｔ／２

－
ｕｉ，ｊ
Ｈ１
φｎ＋１／２ｉ，ｊ －φｎ＋１／２ｉ－１，ｊ

Δξ
＋Ｒｉ，ｊ＋

νｚｉ＋１／２，ｊφ
ｎ＋１／２
ｉ＋１，ｊ－２νｚｉ，ｊφ

ｎ＋１／２
ｉ，ｊ ＋νｚｉ－１／２，ｊφ

ｎ＋１／２
ｉ－１，ｊ

（Ｈ１）
２（Δξ）２

；（１９）

ｕ＜０，令

ＲＨＳ１′＝
φｎｉ，ｊ
Δｔ／２

－
ｕｉ，ｊ
Ｈ１
φｎ＋１／２ｉ＋１，ｊ－φ

ｎ＋１／２
ｉ，ｊ

Δξ
＋Ｒｉ，ｊ＋

νｚｉ＋１／２，ｊφ
ｎ＋１／２
ｉ＋１，ｊ－２νｚｉ，ｊφ

ｎ＋１／２
ｉ，ｊ ＋νｚｉ－１／２，ｊφ

ｎ＋１／２
ｉ－１，ｊ

（Ｈ１）
２（Δξ）２

；（２０）

以上式中，ＲＨＳ１′和 ＲＨＳ２′分别代表方程（１２）在 η
向上用隐式差分格式离散和对流项用迎风格式离

散显式右端项和隐式左端项，且ＲＨＳ１′＝ＲＨＳ２′．
上述过程，完成 ｋ和 ε计算．然后，进行第２步

时间推进，依次逐步推进到下一时刻，反复循环直

至计算获得满意结果为止．

３　算例验证

３１　网格划分
数值计算的模型算例，其物理参数的选取与Ｄｅ

Ｖｒｉｅｎｄ的１８０°弯道水槽试验模型参数完全一致，即
弯道内径为３４ｍ，外径为５１ｍ，出口段和入口段
的长度均为６ｍ．

整个计算区域的网格数为１０１×２６，其中１８０°
弯道的网格数为６１×２６，如图１所示．

x/m

图１　计算域网格划分分布
Ｆｉｇ．１　Ｍｅｓｈｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｉｎｆｌｏｗｄｏｍａｉｎ

３２　计算验证和分析
数值计算的水动力参数也选取与 ＤｅＶｒｉｅｎｄ试

验时水动力参数一样，即出流水位为０１８ｍ，入流
流量为０１９ｍ３／ｓ，且曼宁系数取ｍ＝００１２，水流运
动黏度为１．０×１０－６．

图２为曲线坐标系下二维模型的水位ｈ的数值
计算结果．由图可见，由于弯道凹岸水位高于同一
截面的凸岸水位，水位进口高、出口低，该物理现象

６０１



排灌机械工程学报 第３０卷

和ＤｅＶｒｉｅｎｄ的试验结果基本一致．图 ３给出了
１８０°平面弯道模型数值计算结果，即平均速度 ｕ的
等值线分布规律，数值结果与试验结果吻合，且最

大绝对误差约为１０－３量级．

图２　水位ｈ的等值线分布
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｔｏｕｒｏｆｗａｔｅｒｌｅｖｅｌ

图３　平均速度ｕ的等值线分布
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｏｕｒｏｆｍｅａｎｖｅｌｏｃｉｔｙ

图４是在不同截面（０°，３０°，６０°，９０°，１２０°，
１８０°）处，数值计算的平均速度ｕ随水深ｙ的变化规
律．由图可知，计算值与ＤｅＶｒｉｅｎｄ的１８０°平面弯道
水槽试验结果的实测值吻合较好，且最大绝对误差

值约为１０－２，因此，数值计算方法是正确、可靠的．

图４　在不同截面处平均速度ｕ随水深演变图
Ｆｉｇ．４　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｍｅａｎｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｗｉｔｈｄｅｐｔｈｏｆｗａｔｅｒ

４　结　论

１）由于天然河道、海湾等水域边界的复杂性都
会遇到在数值计算中边界处理的困惑，为克服该局

限推导建立了任意曲线坐标系下的二维浅水方程

和ｋ－ε方程．
２）采用交错有限差分的隐式格式，实现在任意

曲线坐标系下的二维浅水方程、ｋ－ε方程的数值离
散．经数值计算结果显示，与ＤｅＶｒｉｅｎｄ的１８０°平面

弯道水槽试验结果的实测值比对结果吻合较好，这

充分说明了该数值方法是正确的，可靠的．
３）该数值方法适合任意复杂边界的天然水域

的水动力计算．
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