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基于轴系刚度计算分析水泵轴系的振动
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摘要：为研究水泵机组轴系支撑刚度与轴系振动之间的关联机理，基于立式水泵机组集中参数

模型，提出了水泵机组轴系支撑刚度的计算理论和方法．建立水泵机组电动机转子和水泵转轮
形心轨迹运动方程，利用转子和转轮摆度比值关系实现运动方程中耦合刚度项的解耦，结合水

泵无水启动的特殊运行条件简化附加外力，进而获得转子和定子形心轨迹运动方程的解析表达

式．利用某泵站２台机组的无水启动摆度测试数据，采用多项式拟合方法计算轴系摆度形态，间
接得到转子和定子的摆度数据、提取电动机转子附加外力，对计算中的相关问题进行了详细说

明．基于２台水泵机组电动机转子和水泵转轮摆度数据计算机组轴承刚度，进行对比分析．结果
表明：轴系摆度较大的水泵机组其支撑刚度小于正常机组的刚度．所提出的刚度计算对比方法，
可从机组振动的诸多诱因中辨别出刚度影响因素，从而对泵站多机系统中个别机组振动较大情

况下的振动进行识别和分析，具有一定的工程参考价值．
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　　在水泵的研究中，大多侧重于水泵转轮和流道水
力特性的优化设计，而对轴系结构特性与振动的耦合

研究相对较少．随着越来越多的大型水泵机组投入运
行，其尺寸大、相对刚度弱而引起的轴系振动问题已

成为影响大型水泵机组安全稳定运行的关键技术问

题．大型立式水泵机组从其轴系几何结构上，与水力
发电机组轴系几何结构非常相似［１－３］．因此，目前的
研究方法多参考水轮发电机组，例如，围绕轴系振

动信号的提取算法［４－７］、以轴系摆度为核心的实时

振动监测系统［８－１０］等．然而，由于轴系振动影响因
素的多源性和多重耦合特性，从轴系特性和动力学

理论视角进行的研究相对较少．
近年来，针对大型水泵轴系的研究逐步增多，如

将有限元计算方法与转子动力学方法相结合在水泵

机组轴系振动分析中可获得更精细的结构振动特性

等［１１－１３］．水泵机组由于安装、调试、运行条件等诸多
因素的影响，其轴系特性难以进行精确建模和理论计

算．因而，水泵机组轴系振动的试验研究正在兴起，并
已取得了一些成果［１４－１５］．这些针对具体水泵机组开
展的研究，对解决水泵机组的振动问题以及探索水泵

机组振动的共性问题，具有积极的参考价值．
水泵机组轴系运动最核心的参数是支撑刚度，

它是由导轴承刚度和轴承支撑机架共同形成的．由
于安装、调试等诸多因素的影响，轴系支撑刚度很

难准确测试，目前尚无水泵机组刚度测试与计算的

相关报道．由于缺乏刚度系数，就不能应用经典的
动力学理论研究和分析轴系振动问题．文中提出利
用水泵机组无水启动测试数据计算水泵机组轴系

刚度，在理论上是一种积极的探索，目的是为动力

学理论应用于水泵机组振动分析奠定基础．同时，
也为大型水泵机组的振动研究提供一种新的方法．

１　轴系基本模型

将立式水泵机组轴系简化为如图１所示的二圆

盘三支承结构模型，图中：Ｂ１，Ｏ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｏ２分别为
上导轴承、电动机转子、下导轴承、水导轴承及水泵

转轮的几何形心；ｒ１，ｒ２分别为电动机转子、水泵转
轮的径向位移；ｒ３，ｒ４，ｒ５分别为机组大轴在上导、下
导、水导轴承处的径向位移；ｌ１，ｌ２，ｌ３，ｌ４分别为水泵
机组轴系几何结构参数．

图１　立式水泵机组轴系结构示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｈａｆｔｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｐｕｍｐｕｎｉｔ

设电动机转子形心坐标为（ｘ１，ｙ１），其质量偏
心为ｅ１，电动机转子的径向位移为 ｒ１

２＝ｘ１
２＋ｙ１

２．
设水泵转轮形心坐标为（ｘ２，ｙ２），其质量偏心为 ｅ２，
水泵转轮的径向位移为ｒ２

２＝ｘ２
２＋ｙ２

２．
参照文献［３］的推导，利用经典的拉格朗日方

程，可导出电动机转子和水泵转轮的运动方程如下：

ｍ１̈ｘ１＋ｃ１ｘ１＋２ｘ１Ｋ１１＋ｘ１
ｘ２２＋ｙ

２
槡 ２

ｘ２１＋ｙ
２

槡 １

Ｋ１２＝

ｍ１ｅ１ω
２ｃｏｓφ＋Ｆｘ１， （１）

ｍ１̈ｙ１＋ｃ１ｙ１＋２ｙ１Ｋ１１＋ｙ１
ｘ２２＋ｙ

２
槡 ２

ｘ２１＋ｙ
２

槡 １

Ｋ１２＝

ｍ１ｅ１ω
２ｓｉｎφ＋Ｆｙ１， （２）

ｍ２̈ｘ２＋ｃ２ｘ２＋２ｘ２Ｋ２２＋ｘ２
ｘ２１＋ｙ

２
槡 １

ｘ２２＋ｙ
２

槡 ２

Ｋ１２＝

ｍ２ｅ２ω
２ｃｏｓφ＋Ｆｘ２， （３）

ｍ２̈ｙ２＋ｃ２ｙ２＋２ｙ２Ｋ２２＋ｙ２
ｘ２１＋ｙ

２
槡 １

ｘ２２＋ｙ
２

槡 ２

Ｋ１２＝

５５９
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ｍ２ｅ２ω
２ｓｉｎφ＋Ｆｙ２， （４）

式中：ｍ１，ｍ２分别为电动机转子和水泵转轮质量；
Ｋ１１，Ｋ１２，Ｋ２２为组合刚度；ｃ１，ｃ２分别为作用于电动机
转子和水泵转轮的阻尼系数；Ｆｘ１，Ｆｙ１分别为作用于
电动机转子附加外力的 ｘ，ｙ方向的分量；Ｆｘ２，Ｆｙ２分
别为作用于水泵转轮附加外力的 ｘ，ｙ方向的分量；
ω为水泵机组旋转角度，ω＝ｔ，其中 为水泵机组
旋转角速度．

式中的组合刚度系数计算公式分别为

Ｋ１１＝
Ｌ２ｋ１＋（ｌ３＋ｌ４）

２ｋ２＋ｌ
２
４ｋ３

２（Ｌ－ｌ１）
２ ， （５）

Ｋ２２＝
ｌ２１ｋ１＋ｌ

２
２ｋ２＋（ｌ２＋ｌ３）

２ｋ３
２（Ｌ－ｌ１）

２ ， （６）

Ｋ１２＝
－２Ｌｌ１ｋ１＋２ｌ２（ｌ３＋ｌ４）ｋ２＋２ｌ４（ｌ２＋ｌ３）ｋ３

２（Ｌ－ｌ１）
２ ， （７）

式中：ｋ１，ｋ２，ｋ３分别为上导、下导、水导轴承支撑刚
度系数；Ｌ＝ｌ１＋ｌ２＋ｌ３＋ｌ４．

旋转机械中作用的附加外力可采用角速度的

周期函数表示．若仅考虑周期外力的基频分量，则作
用在电动机转子上的外力为Ｆｘ１＝Ｆ１０ｃｏｓ（ωｔ），Ｆｙ１＝
Ｆ１０ｓｉｎ（ωｔ），作用在水泵转轮上的外力为 Ｆｘ２＝
Ｆ２０ｃｏｓ（ωｔ），Ｆｙ２＝Ｆ２０ｓｉｎ（ωｔ）．

为了实现轴系轨迹方程刚度耦合项的解耦，定

义一个比值函数ｒ（ω）为

ｒ（ω）＝
ｒ１
ｒ２
≈
Ｘ１
Ｘ２
， （８）

式中：Ｘ１，Ｘ２分别为电动机转子、水泵转轮 Ｘ方向
摆度．

经上述处理后，方程简化为单自由度简谐激励

的强迫振动，可直接写出振动的形心轨迹方程为

ｘ１（ｔ）＝
１

２Ｋ１１＋Ｋ１２／ｒ（ω）
×

ｍ１ｅ１ω
２＋Ｆ１０

［１－（ω／ωｎ１）
２］２＋［２ζ１（ω／ωｎ１）］槡

２
×

ｃｏｓ（ωｔ－φ１０）， （９）

ｙ１（ｔ）＝
１

２Ｋ１１＋Ｋ１２／ｒ（ω）
×

ｍ１ｅ１ω
２＋Ｆ１０

［１－（ω／ωｎ１）
２］２＋［２ζ１（ω／ωｎ１）］槡

２
×

ｓｉｎ（ωｔ－φ１０）， （１０）

ｘ２（ｔ）＝
１

２Ｋ２２＋ｒ（ω）Ｋ１２
×

ｍ２ｅ２ω
２＋Ｆ２０

［１－（ω／ωｎ２）
２］２＋［２ζ２（ω／ωｎ２）］槡

２
×

ｃｏｓ（ωｔ－φ２０）， （１１）

ｙ２（ｔ）＝
１

２Ｋ２２＋ｒ（ω）Ｋ１２
×

ｍ２ｅ２ω
２＋Ｆ２０

［１－（ω／ωｎ２）
２］２＋［２ζ２（ω／ωｎ２）］槡

２
×

ｓｉｎ（ωｔ－φ２０）， （１２）
式中：ωｎ１为电动机转子的固有频率角速度，ωｎ１＝

２Ｋ１１＋Ｋ１２／ｒ（ω）
ｍ槡 １

；ζ１为阻尼比，ζ１＝ｃ１／（２ｍ１ωｎ１）；

ωｎ２为 水 泵 转 轮 的 固 有 频 率 角 速 度，ωｎ２ ＝

２Ｋ２２＋ｒ（ω）Ｋ１２
ｍ槡 ２

；ζ２为阻尼比，ζ２＝ｃ２／（２ｍ２ωｎ２）．

２　轴系刚度计算

显然，仅有轴系摆度测试数据要计算轴系刚度

是困难的．针对无水启动试验的特殊运行条件，首
先提出几点假设，对轴系形心轨迹方程（９）－（１２）
进行简化．

假设１：水泵无水启动试验中，水泵转轮区域没
有充水．此时，可近似认为水泵转轮区域没有附加
外力作用，即Ｆｘ２＝０，Ｆｙ２＝０．

假设２：在额定转速下，电动机转子上的不平衡
磁拉力Ｆ１０（ω）＝０，在额定转速附近，Ｆ１０（ω）≈０．

根据无水启动试验测试数据，转子系统摆度幅

值随转速增大而减小，表明转子偏离额定转速越

大，转子系统附加的不平衡磁拉力越大．因此，假设
２也是基本符合实际情况的．
２１　水泵转轮

根据水泵转轮固有频率表达式，取 ωｎ２的函数

ｒ（ωｎ２），则有
２Ｋ２２＋ｒ（ωｎ２）Ｋ１２＝ｍ２ω

２
ｎ２， （１３）

式（１３）即为Ｋ２２和Ｋ１２应满足的基本关系．
水泵转轮摆度幅值近似为水泵转轮形心轨迹

幅值的２倍．利用式（１１），推导无水启动试验中水
泵转轮Ｘ方向摆度幅值为

Ｘ２＝
２

２Ｋ２２＋Ｋ１２ｒ（ω）
×

ｍ２ｅ２ω
２

［１－（ω／ωｎ２）
２］２＋［２ζ２（ω／ωｎ２）］槡

２
．（１４）

在计算水泵转轮固有频率角速度、阻尼比和质

量偏心时，采用了近似假设２Ｋ１１＋ｒ（ω）Ｋ１２，即忽略
ｒ（ω）的影响．在不同转速下计算得到的固有频率有
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一定的差异，采用取均值方法得到 ωｎ２．从式（１４）的
形式看，不同转速下采用统一的 ωｎ２，在数学上，相
当于将固有频率不同引起的摆度变化归入到刚度

的变化之中．
利用额定转速下的测试数据，根据式（１４）进行

计算，式（１４）改写为
２Ｋ２２＋Ｋ１２ｒ（ω）＝ＺＳ（ωｒ）， （１５）

其中

ＺＳ（ωｒ）＝
２
Ｘ２

ｍ２ｅ２ω
２
ｒ

［１－（ωｒ／ωｎ２）
２］２＋［２ζ２（ωｒ／ωｎ２）］槡

２
．

式（１３）和式（１５）联立求解，即可得到 Ｋ１２
和Ｋ２２．
２２　电动机转子

根据电动机转子形心轨迹方程（９）和（１０），需
要首先分离并获得附加外力Ｆ１０（ω）的描述方式．

电动机转子摆度幅值近似为其形心轨迹幅值

的２倍．式（９）改写为

Ｘ１＝
２

２Ｋ１１＋Ｋ１２／ｒ（ω）
×

ｍ１ｅ１ω
２＋Ｆ１０（ω）

［１－（ω／ωｎ１）
２］２＋［２ζ１（ω／ωｎ１）］槡

２
， （１６）

其中Ｆ１０（ω）表示不平衡磁拉力与转速有关．
简记Ｋｒ０＝２Ｋ１１＋Ｋ１２ｒ（ωｒ），并且在不同转速下，

近似不变．在电动机转子特征参数固有频率角速度
ωｎ１和阻尼比 ζ１以及质量偏心 ｅ１为已知的情况下，
从式（１６）可得到Ｆ１０（ω）的提取算法，即

Ｆ１０（ω）＝
１
２Ｘ１Ｋｒ０×

［１－（ω／ωｎ１）
２］２＋［２ζ１（ω／ωｎ１）］槡

２－ｍ１ｅ１ω
２．（１７）

给定不同转速，计算得到 Ｆ１０（ω），然后采用拟
合的方法得到Ｆ１０（ω）随转速变化的规律．

经上述处理后，式（１６）的右边分子项 ｍ１ｅ１ω
２＋

Ｆ１０（ω）为转速ω的函数，可采用与水泵转轮类似的
方法计算刚度系数．

利用额定转速下的测试数据，按式（１６）进行计
算，式（１６）改写为

２Ｋ１１＋Ｋ１２／ｒ（ωｒ）＝ＺＤ（ωｒ）， （１８）
其中，

ＺＤ（ωｒ）＝
２
Ｘ１

ｍ１ｅ１ω
２
ｒ＋Ｆ１０（ωｒ）

［１－（ωｒ／ωｎ１）
２］２＋［２ζ１（ωｒ／ωｎ１）］槡

２
．

根据电动机转子固有频率表达式，取 ωｎ１的函
数ｒ（ωｎ１），则有

２Ｋ１１＋Ｋ１２／ｒ（ωｎ１）＝
ω２ｎ１
ｍ１
， （１９）

式（１９）即为Ｋ１１和Ｋ１２应满足的基本关系．
将式（１８）和式（１９）联立求解，即可得到 Ｋ１２和

Ｋ１１．将Ｋ１１，Ｋ１２，Ｋ２２代入方程（５）—（７），利用水泵机
组轴系几何参数，求解方程组即可得到３个轴承的
刚度系数ｋ１，ｋ２，ｋ３．
２３　关于耦合刚度的说明

在水泵转轮和电动机转子的等效刚度计算中，

均有耦合刚度Ｋ１２．该耦合刚度是在３个支撑轴承刚
度折算到电动机转子和水泵转轮的运动描述中形

成的一个中间变量，见式（７）．从物理意义上，耦合
刚度Ｋ１２反映了电动机转子与水泵转轮之间存在的
相互牵连作用，即通过主轴的耦合作用．从理论上，
根据电动机转子系统和水泵转轮系统计算出的耦合

刚度Ｋ１２应该是相同的．然而，在基于实测数据进行计
算的时侯，由于摆度测量误差等多种因素的影响，使

得２种系统下计算得到的Ｋ１２不相等．另一方面，在轴
系运动方程中的刚度项中，耦合刚度部分所占比重较

小，例如在２Ｋ１１＋Ｋ１２ｒ（ω）中，２Ｋ１１远大于Ｋ１２ｒ（ω），在
２Ｋ２２＋Ｋ１２ｒ（ω）中，２Ｋ１１远大于Ｋ１２ｒ（ω）．这一点在后
面的实例计算中可以得到证实．

基于上述分析，耦合刚度Ｋ１２应选择摆度幅值较
小系统中的计算为准，不再从转轮和转子２个系统
中分别计算．在文中后面的实例中，水泵转轮摆度
小于电动机转子摆度．因此，以水泵转轮系统中计
算得到的Ｋ１２为计算值．

采用这一近似后，电动机刚度计算可进一步简

化．从式（１８）中，可直接计算出Ｋ２２．

３　实例计算

某泵进行无水启动试验、充水造压试验以及带

负荷运行试验中，发现２号水泵机组在各种工况下
轴系摆度幅值均明显大于其他机组．经初步分析，
认为是２号水泵机组下导支持刚度偏小造成的．然
而，这种初步判断有一定的主观经验性，理论依据

不是很严谨．文中提出刚度计算方法，也正是基于
这一原因，核实轴系支承刚度并提供具体的技术数

据．在本节的实例计算中，以振动正常的１号水泵机
组和振动不正常的２号水泵机组刚度计算为例，通
过对支持刚度的计算对比，为下一步的检修调试提

供理论支撑．
２台水泵具有相同的结构参数，轴系几何参数

ｌ１＝１４２１ｍ，ｌ２＝１４０２ｍ，ｌ３＝３７００ｍ，ｌ４＝１０００
ｍ．电动机转子质量 ｍ１＝４２４００ｋｇ，水泵转轮质量
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ｍ２＝３３６２ｋｇ．
１号泵组：电动机转子 ωｎ１＝５４５５８ｒ／ｍｉｎ，ζ１＝

０２５５０，ｅ１＝００２１１ｍｍ；水泵转轮 ωｎ２＝３６１９６ｒ／
ｍｉｎ，ζ２＝０５２７９，ｅ２＝００５２０ｍｍ．
２号泵组：电动机转子 ωｎ１＝５０５０１ｒ／ｍｉｎ，ζ１＝

０２１１７，ｅ１＝００２５７ｍｍ；水泵转轮 ωｎ２＝４０７８５ｒ／
ｍｉｎ，ζ２＝１１２０７，ｅ２＝０１０４２ｍｍ．
３１　数据预处理

根据无水启动试验中１号、２号水泵机组摆度
测试数据，选择趋势较好的 Ｙ方向数据进行计算．２
台水泵机组实测转速点不同，因此，采用２个表格分
别给出测试试验中轴系摆度的原始数据，如表 １
所示．

表１　２台泵组无水启动Ｙ方向数据
Ｔａｂ．１　ＴｅｓｔｄａｔａｉｎＹｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｐｕｍｐｕｎｉｔ１

ａｎｄ２ｓｔａｒｔｉｎｇｉｎｔｈｅａｉｒ μｍ

ｎ／（ｒ·ｍｉｎ－１）
１号机组 ２号机组

上导 下导 水导 上导 下导 水导

６０ ３６ ２０３ １１０ １００ ２０８ ５８
１２０ ３５ ２０２ １０７ ９３ １８７ ６０
１８０ ３６ １８７ １０６
２４０ ３５ １８０ １０４
３００ ３３ １５２ １０４ ９７ １７２ ７７
３６０ ３３ １３０ １１２
４２０ ３４ １１６ １１３ ８７ １５７ １０４
４５０ ８７ １５７ １０４
４８０ ３５ ９２ １２０
５１０ ７０ １４１ １１４
５４０ ４３ ９８ １２０ ７０ １４１ １１４
６００ ５３ １０３ １１８ ７３ １３２ １３８

　　首先按３个轴承摆度数据进行多项式拟合，然
后插值得到电动机转子和水泵转轮的摆度值．２台
水泵机组摆度拟合曲线如图２所示．

图２　转子和转轮摆度随转速变化拟合曲线
Ｆｉｇ．２　Ｆｉｔｔｅｄｒｕｎｏｕｔｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｔｏｒｒｏｔｏｒａｎｄｐｕｍｐ

ｉｍｐｅｌｌｅｒａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｐｅｅｄｓ

　　根据式（１７）和式（１８），从测试数据中提取电动
机转子附加外力Ｆ１０（ω），得到附加外力随转速变化
曲线如图３所示．

图３　电动机转子附加外力随转速变化
Ｆｉｇ．３　Ｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｉｎｔｅｒｍｓｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｐｅｅｄ

３２　刚度计算
１）１号水泵机组
按水泵转轮部分计算等效刚度．将式（１３）和

（１５）联立求解，得到Ｋ１２＝７３６８９×１０
４Ｎ／ｍ，Ｋ２２＝

２３７９３×１０６Ｎ／ｍ．显然，Ｋ１２远小于Ｋ２２，前面的近似
假设是成立的．以水泵转轮系统中计算的Ｋ１２为实际
计算值．采用简化方法，利用式（１８），直接计算Ｋ１１＝
７００１５×１０７Ｎ／ｍ．

２）２号水泵机组
按水泵转轮部分计算等效刚度．Ｋ１２＝３７３６０×

１０５Ｎ／ｍ，Ｋ２２＝２７３８６×１０
６Ｎ／ｍ．显然，Ｋ１２远小于

Ｋ２２，前面的近似假设是成立的．以水泵转轮系统中
计算的 Ｋ１２为实际计算值．采用简化方法，利用式
（１８），直接计算Ｋ１１＝５９２２６×１０

７Ｎ／ｍ．
从数值上，关于Ｋ１２的近似处理是恰当的．
将Ｋ１１，Ｋ１２，Ｋ２２分别代入式（５）—（７）求解代数

方程组得到３个轴承的支撑刚度系数．计算结果列
于表２中．２号水泵机组电动机转子摆度在不同转
速下均大于１号水泵的转子摆度（见图２），在表２
中与电动机转子相关的等效刚度 Ｋ１１和 Ｋ１２的计算
值，２号水泵机组小于１号水泵机组．折算为轴系支
撑刚度后，与电动机转子摆度直接相关的上导轴承

和下导轴承，其刚度系数也是２号水泵机组低于１
号水泵机组．这表明文中提出的计算方法，尽管可
能存在计算误差，但这种基于刚度计算的对比计算

方法能够真实反映水泵机组振动的情况，即文中提

出的计算方法是有效和可靠的．

表２　刚度计算结果表
Ｔａｂ．２　Ｓｕｍｍａｒｙｏｆｃａｌｃｕｌａｔｅｄｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｎ／ｍ

泵组 Ｋ１１ Ｋ１２ Ｋ２２ ｋ１ ｋ２ ｋ３

１号 ７００１５×１０７ ７３６８９×１０４ ２３７９３×１０６ ５５５０７×１０７ ９４０２８×１０７ ０４５９９×１０７

２号 ５９２２６×１０７ ３７３６０×１０５ ２７３８６×１０６ ４６８９５×１０７ ７９５９４×１０７ ０１８１３×１０７
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４　结　论

水泵机组轴系支撑刚度是轴系振动最核心的

参数，是利用经典动力学研究大型水泵轴系振动的

基本前提．文中提出的轴系刚度计算方法，利用了
水泵无水启动的特殊性，给出了一些假设和近似处

理，这些近似和假设的合理性尚需进一步验证．根
据实例计算的情况，得到结论如下：

１）采用一些近似和假设，以实现轴系振动方程
的解耦和解析计算，计算结果近似为轴系振动的基

频特性，忽略了系统中高次谐波和非线性特性的影

响．因此，若应用于轴系振动高次谐波振动和非线
性特性研究时，该方法需要进一步扩展．
２）在基于试验数据进行的计算中，电动机转子

和水泵转轮摆度是采用轴系摆度形态拟合计算得

到的，拟合方法不同，其摆度数据有所不同．因此，
刚度计算的绝对准确性有待进行试验验证．但是，
该方法应用于振动摆度差异较大的水泵机组进行

对比分析时，其计算结果能反映振动摆度与刚度的

关联性，是有效的计算方法．
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