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基于伴随方法的离心泵叶轮优化设计
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摘要：针对水力机械优化设计过程中存在计算量巨大、叶型的控制及修改不便等问题，提出了基

于伴随方法的离心泵叶轮优化设计方法．以某低比转数离心泵叶轮为研究对象，采用泰勒展开
法进行离心泵叶片形状的参数化控制．将泵内流动控制方程作为优化问题的约束条件，通过引
入伴随变量将约束优化问题变为无约束优化问题，推导了目标函数的变分形式、伴随方程及伴

随变量在计算域各边界上的边界条件．根据伴随方法计算目标函数对设计变量的梯度矢量，在
任意给定的初始直叶片的基础上沿梯度矢量反方向不断更新叶片形状，直至目标函数达到最小

值时即为最优设计．由于在目标函数的变分中不包含流场参数的变分，在一次优化迭代中只需
要计算流场及伴随变量场各一次，大大减少了叶轮优化过程的计算量．算例计算结果表明所提
出的离心泵叶轮伴随优化方法是可行的．
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　　水力机械内部流动结构及其性能的优化研究
是当前该领域研究的热点及难点，对于水力机械的

性能研究可看作具有流动约束的流道几何形状优

化研究．由于流道几何形状的复杂性以及旋转坐标
系下的非稳态流动约束的复杂性，导致水力机械优

化研究难以进行．
近年来，许多学者在该领域做了大量的工作，

对水力机械的优化提出了响应面优化方法［１－２］、智

能优化算法［３－６］、梯度优化算法［７－８］等．基于试验设
计的响应面优化方法是通过有限个点的目标函数

值，构建整个变量区间目标函数与控制变量之间的

响应关系．智能优化算法是建立在生物智能或物理
现象等基础上的全局搜索算法．基于梯度优化方法
的基本思想是沿着目标函数对控制变量的梯度矢

量方向，不断更新控制变量．响应面方法及智能优
化算法一般用于对水力机械的关键几何参数进行

优化，当控制变量较多时，由于需要对每个样本的

目标函数都进行预估，计算量较大．梯度优化方法
在流体机械中应用的最大困难在于目标函数对设

计变量的梯度矢量难以计算，每优化一步均需要计

算ｎ＋１（ｎ为控制变量的维数）次内流场［７］．伴随方
法反映了当前形状优化领域的前沿和发展趋势，该

方法由Ａ．Ｊａｍｅｓｏｎ等［９］提出，首先应用于航空翼型

的气动优化设计，ＮＡＳＡ和 ＳｔａｎｆｏｒｄＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ的学
者［１０－１２］在这方面做了大量工作．在伴随方法中，由
于引入了伴随变量，使得最终目标函数的变分与流

动参数的变分无关，因此在计算目标函数对控制变

量的梯度矢量时，只需分别计算流场及伴随变量场

各１次，计算量与设计变量的维数无关．
文中采用泰勒展开法对叶片形状进行参数化

控制，详细推导离心泵叶轮的伴随优化模型，将流

动控制方程作为优化问题的约束条件，推导目标函

数的变化、伴随方程以及伴随变量在计算域各边界

上的边界条件．以某低比转数离心叶轮为算例，应
用伴随方法精确求解目标函数对设计变量的梯度，

在任意给定的直叶片基础上沿着目标函数对设计

变量梯度反方向不断进行优化迭代，逐步更新叶片

型线，直至得到离心泵叶轮的最优设计．

１　伴随方法应用于叶轮优化

１１　叶片型线参数化控制
在离心泵叶轮的优化问题中，控制变量用于对

叶轮叶片形状的参数化控制．文中采用泰勒展开法
对某低比转数值离心泵叶轮二维叶片型线进行参

数化控制，当叶轮轴面不变时（前后盖板形状不

变），叶片形状可由函数 ｆ（ｒ，θ）＝０表示，对于任意
叶片形状可以表示为其在最初叶片型线基础上的

泰勒展开，即

θ（ｒ）＝θ０＋ａ１ｒ＋ａ２ｒ
２＋…＋ａｎｒ

ｎ， （１）
式中：θ０为初始圆周角；θ为圆周角坐标；ａｉ（ｉ＝１，２，
…，ｎ）为控制变量；ｒ＝（Ｒ－Ｒ１）／（Ｒ２－Ｒ１）为量纲一
的量．

任意叶片型线都可由式（１）参数化表示，如图
１所示．

图１　泰勒多项式参数化控制叶片型线
Ｆｉｇ．１　Ｂｌａｄｅｃａｍｂｅｒｌｉｎｅｉｓｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｂｙａｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｒａｄｉｕｓ

１２　优化目标函数
在离心泵的优化问题中，通常以额定流量及扬

程点的效率最高为优化目标．在此为验证伴随方法
的可靠性，对问题进行简化，在叶轮轴面不变的条

件下，对叶片型线进行优化，取作用于叶轮上的转

矩为目标函数，转矩Ｍ可表述为流场参数在叶轮几
何边界上的积分，即

Ｍ ＝∫Ｐ，Ｓ［（Ｒ×ｎ）ｐ＋（Ｒ×τｗ）ｃｏｔβ′］ｄｓ＋
∫ｈｕｂ，ｓｈｒｏｕｄ（Ｒ×τｗ）ｃｏｔβ′ｄｓ， （２）

式中：下标 Ｐ，Ｓ，ｈｕｂ，ｓｈｒｏｕｄ分别为叶片工作面、背

９４４
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面、叶轮后盖板、前盖板；τｗ为切应力；β′为叶片安
放角；ｎ为叶片表面法向矢量；Ｒ为叶片表面点位置
矢量．
１３　基于欧拉方程的伴随方程及边界条件
１３１　伴随方程

在笛卡儿坐标系下，三维欧拉方程为

Ｗ
ｔ
＋ｅ
ｘ
＋ｆ
ｙ
＋ｇ
ｚ
＝０， （３）

式中：Ｗ＝ ｐ　ｕ　ｖ　[ ]ｗＴ；ｅ＝［ｕ　ｕ２＋
ｐ
ρ
　ｕｖ　

ｕｗ］Ｔ；ｆ＝［ｖ　ｕｖ　ｖ２＋
ｐ
ρ
　ｖｗ］Ｔ；ｇ＝［ｗ　ｕｗ　ｖｗ

ｗ２＋
ｐ
ρ
］Ｔ；ｕ，ｖ，ｗ分别为笛卡儿坐标系下速度分

量；ｐ为压力．
流动控制方程的变分为

δｅ
ｘ
＋δ
ｆ
ｙ
＋δ
ｇ
ｚ
＝０， （４）

可缩写为
δｅｉ
ｘｉ
＝０，其中，

δｅｉ＝
ｅｉ
Ｗδ
Ｗ＋
ｅｉ
ｘｊ
δｘｊ＝ＡｉδＷ＋

ｅｉ
ｘｊ
δｘｊ． （５）

引入伴随变量 ψ＝（ψ１，ψ２，ψ３，ψ４）
Ｔ，将方程

（４）的变分与伴随变量加到原目标函数的变分，
则有

δＩ０ ＝δＩ＋∫ＤψＴ δｅｘ＋δｆｙ＋δｇ( )ｚｄＶ， （６）

对式（６）右端第２项进行分部积分，有

∫ＤψＴ δｅｘ＋δｆｙ＋δｇ( )ｚｄＶ＝
∫Ｄ 
（ψＴδｅ）
ｘ

＋
（ψＴδｆ）
ｙ

＋
（ψＴδｇ）
[ ]ｚ

ｄＶ－

∫Ｄ ψ
Ｔ

ｘ
δｅ＋

ψＴ

ｙ
δｆ＋

ψＴ

ｚ
δ( )ｇｄＶ， （７）

根据高斯定理，式（７）右端形式可写为

∫
Σ
（ψＴδｅｃｏｓα＋ψＴδｆｃｏｓβ＋ψＴδｇｃｏｓγ）ｄｓ－

∫Ｄ ψ
Ｔ

ｘ
δｅ＋

ψＴ

ｙ
δｆ＋

ψＴ

ｚ
δ( )ｇｄＶ， （８）

其中，（ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ）为边界Σ上点（ｘ，ｙ，ｚ）处
法向量方向余弦．

将以上关联各式代入式（６）得

δＩ０ ＝∫Ｐ，Ｓδｐｒｓｉｎβ′ｄｓ＋∫Ｐ，Ｓｐｒδ（ｓｉｎβ′）ｄｓ＋
∫Ｐ，Ｓｐｒｓｉｎβ′δ（ｄｓ）＋∫[

Σ
ψＴ Ａδｗ＋ｅｘδ

ｘ＋ｅ
ｙδ( ｙ＋

ｅ
ｚδ)ｚｃｏｓα＋ψＴ Ｂδｗ＋ｆｘδｘ＋ｆｙδｙ＋ｆｚδ( )ｚｃｏｓβ＋
ψＴ Ｃδｗ＋

ｇ
ｘ
δｘ＋

ｇ
ｙ
δｙ＋

ｇ
ｚ
δ( )ｚｃｏｓ ]γ ｄｓ－

∫[
Ｖ

ψＴ

ｘ
Ａδｗ＋ｅｘδ

ｘ＋ｅ
ｙδ
ｙ＋ｅ
ｚδ( )ｚ＋

ψＴ

ｙ
Ｂδｗ＋ｆｘδ

ｘ＋ｆ
ｙδ
ｙ＋ｆ
ｚδ( )ｚ＋

ψＴ

ｚ
Ｃδｗ＋

ｇ
ｘ
δｘ＋

ｇ
ｙ
δｙ＋

ｇ
ｚ
δ( ) ]ｚ ｄＶ． （９）

提取式（９）中的 δＷ项，并令其系数为０，则目标函
数的变分与流场变量变分无关，同时可在流动计算

域内得到伴随方程．伴随方程为

ＡＴψ
ｘ
＋ＢＴψ

ｙ
＋ＣＴψ

ｚ
＝０． （１０）

在计算域边界上提取 δＷ项并令其为０，可得伴随
方程（１０）的边界条件．
１３２　边界条件

从式（９）的右端面积分中消去流场变量在边界
上的变分 δＷ项，即得到伴随方程的边界条件．在
前、后盖板及进出口边界面上满足

ψＴＡｃｏｓα＋ψＴＢｃｏｓβ＋ψＴＣｃｏｓγ＝０， （１１）
在叶片的工作面及背面满足

（ψＴＡｃｏｓα＋ψＴＢｃｏｓβ＋ψＴＣｃｏｓγ）δｗ＋
ｒｓｉｎβ′δｐ＝０， （１２）

最终目标函数的变分为

δＩ０ ＝∫Ｐ，Ｓδｐｒｓｉｎβ′ｄｓ＋∫Ｐ，Ｓｐｒδ（ｓｉｎβ′）ｄｓ＋
∫Ｐ，Ｓｐｒｓｉｎβ′δ（ｄｓ）＋∫[

∑
ψＴ ｅ
ｘδ
ｘ＋ｅ
ｙδ( ｙ＋

ｅ
ｚδ)ｚｃｏｓα＋ψＴ ｆｘδｘ＋ｆｙδｙ＋ｆｚδ( )ｚｃｏｓβ＋
ψＴ ｇ
ｘδ
ｘ＋ｇ
ｙδ
ｙ＋ｇ
ｚδ( )ｚｃｏｓ ]γ ｄｓ－

∫[
Ｄ

ψＴ

ｘ
ｅ
ｘδ
ｘ＋ｅ
ｙδ
ｙ＋ｅ
ｚδ( )ｚ＋

ψＴ

ｙ
ｆ
ｘδ
ｘ＋ｆ
ｙδ
ｙ＋ｆ
ｚδ( )ｚ＋

ψＴ

ｚ
ｇ
ｘδ
ｘ＋ｇ
ｙδ
ｙ＋ｇ
ｚδ( ) ]ｚ ｄＶ． （１３）

由于伴随变量的引入，使得目标函数的变分与

流动参数的变分无关，因此计算目标函对设计变量

的梯度矢量时只需要计算一次流场及一次伴随变

量场，计算量大大减少．给定各控制参数相应的微
小扰动（δａｉ近似取值为０５％ａｉ），同时保证其他控
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制参数不变，计算目标函数对叶片型线控制变量 ａｉ
的梯度矢量，即

ｄＩ^０
ｄａｉ
＝
δＩ^０
δａｉ
， （１４）

同时沿梯度矢量的反方向不断地更新叶片形状，

ａ（ｎ＋１）ｉ ＝ａ（ｎ）ｉ －λ
δＩ^０
δａｉ
， （１５）

式中：λ为步长系数；ｎ为迭代次数．循环迭代直至
叶片收敛于最优设计．

基于伴随方法的离心泵叶轮优化方法步骤可

概括：① 给定原始叶片形状ａ（０）ｉ ；② 计算流场，得到
流场变量Ｗ；③ 计算伴随变量场，得到伴随场变量
ψ；④ 计算目标函数变分δＩ０；⑤ 按照式（１５）计算目

标函数对控制变量的梯度
δＩ０
δａ（ｎ）ｉ

，并进行收敛性检

验；⑥ 按照式（１５）更新叶片形状，得 ａ（ｎ＋１）ｉ ，转入步

骤② 继续迭代．

２　结果分析及讨论

选取某单级单吸石油化工离心泵 ＭＨ４８－１２５
为研究对象，进行优化设计算例分析，其基本性能

参数分别为流量 Ｑ０＝１２５ｍ
３／ｈ，扬程 Ｈ０＝３０７

ｍ，转速ｎ０＝２９００ｒ／ｍｉｎ，效率η０＝５３％．优化目标
是在设计工况点时泵的效率最高，目标函数在前面

已经建立．叶片形状通过式（１）参数化控制，保留式
中的５次项，即有５个控制变量 ａｉ（ｉ＝１，２，…，５）．
本算例初始模型给定叶片型线为进口安放角为２５°
的直叶片，由初始叶片形状与式（１）反推控制变量
ａ（０）ｉ 初始值（ａ

（０）
１ ＝３８９，ａ（０）２ ＝－１０１７，ａ（０）３ ＝

１５７５，ａ（０）４ ＝－１２５６，ａ
（０）
５ ＝３９５）．流场、伴随变量

场分别采用多物理场耦合软件 ＣＯＭＳＯＬＭｕｌｔｉｐｈｓｉｃｓ
旋转机械模块与数学模块耦合求解．采用 ＣＯＭＳＯＬ
自带的网格工具，进行局部加密的非结构化网格划

分．根据流场计算结果，计算扬程及水力效率：Ｈ＝
（ｐｏｕｔ－ｐｉｎ）

γ
＋
（Ｕ２２－Ｕ

２
１）

２ｇ ＋ΔＺ，ηｈ＝
ρｇＱＨ
Ｍω
，容积效率

与机械效率按离心泵传统设计理论中统计公式进

行计算［１３］，最终得到泵的总效率．根据流场、伴随变
量场计算结果由式（２）及式（１４）计算目标函数及目
标函数对控制变量梯度．按照式（１５）逐步更新叶片
型线，直至收敛．其中梯度矢量的计算、叶型的控制
及更新均由Ｍａｔｌａｂ程序代码实现．

图２为优化循环过程中泵的水力性能变化规

律，图２中，Ｎ为优化循环迭代次数．可以看出，随着
循环迭代次数的增大，泵的效率逐渐增大，而作用

在叶轮上的转矩和泵的扬程逐渐减小，在第８次优
化循环时泵的效率最高，此后又减小，说明第８次优
化为最优．

图２　优化迭代过程中转矩、扬程和效率的变化
Ｆｉｇ．２　Ｔｏｒｑｕｅ，ｈｅａｄａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｖａｒｙｉｎｃｏｕｒｓｅｏｆ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

图３为优化循环过程中从初始直叶片至最优模
型的叶片型线变化，可以看出，随着叶轮叶片型线

不断地优化，叶片包角逐渐增大，出口安放角逐渐

减小，在叶轮轴面形状不变的情况下，扬程会逐渐

降低，作用于叶轮上的转矩也会逐渐降低，而且叶

轮内流动分离现象逐渐减弱，进而效率逐步提高．

图３　优化迭代过程中叶片型线的变化
Ｆｉｇ．３　Ｂｌａｄｅｓｈａｐｅｖａｒｙｉｎｃｏｕｒｓｅｏｆｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

本算例优化设计叶轮和已有水力模型在不同

工况下的水力性能 ＣＦＤ数值计算与试验结果对比
如图４所示．可以看出：已有水力模型的数值计算结
果与试验结果基本保持一致，其误差主要在于湍流

模型误差和数值方法误差，因此，可以用来进行目

标函数的评估；优化设计叶轮的扬程与效率在各个

工况点均与已有较好的水力模型模拟结果基本一

致，在整个流量范围内，优化设计叶轮的扬程略低

于已有模型，但效率均高于现有水力模型．这表明
离心泵叶轮的伴随优化方法在任意给定的初始直

叶片的基础上，均能得到较好的优化效果，该方法

具有较好的收敛性．
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图４　已有水力模型与优化叶轮的性能曲线对比
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｘｉｓｔｉｎｇａｎｄｏｐｔｉｍｉｚｅｄｉｍｐｅｌｌｅｒ

ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｕｒｖｅｓ

图５为优化叶片与已有水力模型叶片的对比，
可以看出，优化叶片包角与现有水力模型的叶片包

角大小基本一致．

图５　优化模型与已有水力模型叶片形状
Ｆｉｇ．５　Ｂｌａｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｏｐｔｉｍｉｚｅｄａｎｄｅｘｉｓｔｉｎｇｉｍｐｅｌｌｅｒｓ

综上所述，保持叶轮轴面形状不变，由给定的

任意初始叶片形状，根据伴随方法，沿着目标函数

对设计变量的梯度方向不断地更新叶片形状，最终

均能得到性能较好的叶片型线．因此，将伴随方法
应用于离心泵叶轮的优化设计是可行的，能保证较

好的优化结果，同时大大减少了计算量．

３　结　论

１）建立了基于伴随方法的低比转数离心泵叶
轮的优化模型，将流动控制方程作为优化的约束，

推导了目标函数的变分、伴随方程及其边界条件的

具体形式．
２）保持叶轮轴面不变，以转矩为目标函数，对

ＭＨ４８－１２５型低比转数离心泵叶轮进行伴随方法
优化研究，可得到较为理想的优化结果，优化过程

的计算量大大减少，对采用伴随方法得到的叶轮及

已有水力模型的数值模拟及试验结果对比表明，所

提出的理论及方法是可行的．
在优化过程中，流场的数值计算采用雷诺时均

Ｎ－Ｓ方程，伴随方程基于欧拉方程方法，后续研究
中将探讨黏性对伴随方程、目标函数变分及寻优速

度等的影响．
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